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Sur le the´ore`me de Fermat sur Q
(√
5
)
Alain Kraus
Abstract. Let p be an odd prime number. Using modular arguments, we give an easy
testable condition which allows often to prove Fermat’s Last Theorem over the quadratic
field Q
(√
5
)
for the exponent p. It is related to the Wendt’s resultant of the polynomials
Xn − 1 and (X + 1)n − 1. We deduce Fermat’s Last Theorem over this field in case one
has 5 ≤ p < 107, and we obtain analogous results on Sophie Germain type criteria.
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INTRODUCTION
Soient p un nombre premier impair et K un corps de nombres. On dit que le the´ore`me
de Fermat est vrai sur K pour l’exposant p, s’il n’existe pas d’e´le´ments a, b, c dans K tels
que l’on ait
ap + bp + cp = 0 et abc 6= 0.
En 1994, A. Wiles a de´montre´ qu’il en est ainsi pour K = Q ([18]). Dix ans plus tard, F.
Jarvis et P. Meekin ont e´tendu ce re´sultat au corpsQ
(√
2
)
([8]). Re´cemment, N. Freitas et S.
Siksek ont effectue´ des progre`s importants sur cette e´quation si K est un corps totalement
re´el. Ils obtiennent dans [3] un crite`re pour que le the´ore`me de Fermat soit vrai sur K
asymptotiquement i.e. si p est plus grand qu’une constante ne de´pendant que de K. Cela
leur permet de de´montrer le the´ore`me de Fermat asymptotique pour une proportion de cinq
sixie`me des corps quadratiques re´els. Par ailleurs, ils de´montrent dans [4] le the´ore`me de
Fermat sur les corps Q
(√
d
)
avec 3 ≤ d ≤ 23 et d 6= 5, 17, pour tout p ≥ 5. Ils parviennent
aussi a` conclure sur Q
(√
17
)
pour une infinite´ explicite de nombres premiers.
On s’inte´resse ici a` l’e´tude de l’e´quation de Fermat sur Q
(√
5
)
. Les re´sultats obtenus
dans [3] ne permettent pas, a priori, de de´montrer le the´ore`me de Fermat asymptotique sur
ce corps. Il semble que les re´sultats de´ja` connus soient les suivants. L’e´quation de Fermat
d’exposant 3 est une courbe elliptique ayant une infinite´ de points rationnels sur Q
(√
5
)
.
On a par exemple l’e´galite´
(
9 +
√
5
)3
+
(
9−
√
5
)3
= 123.
Par ailleurs, le the´ore`me de Fermat est vrai sur Q
(√
5
)
pour p = 5, 7, 11 ([6], th. 5.1]),
et pour les nombres premiers p congrus a` ±1 modulo 5 qui ne divisent pas le nombre de
classes du corps Q
(√
5, µp
)
, ou` µp est le groupe des racines p-ie`mes de l’unite´ ([7], th. 4).
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E´tant donne´ un nombre premier p ≥ 11, on obtient ici, par des me´thodes modulaires,
un crite`re simple permettant souvent en pratique de de´montrer le the´ore`me de Fermat sur
Q
(√
5
)
pour l’exposant p. Il peut sans doute s’adapter a` d’autres corps quadratiques. Je
n’ai pas e´te´ plus loin dans cette direction.
1. E´nonce´ des re´sultats
Pour tout entier n ≥ 1, notons Wn le re´sultant des polynoˆmes Xn−1 et (X+1)n−1.
La lettre p de´signe un nombre premier ≥ 5. Posons de´sormais K = Q(√5).
The´ore`me. Supposons qu’il existe un entier n ≥ 1 satisfaisant les conditions suivantes :
1) on a n < p− 2 et n ≡ 2 mod. 4.
2) L’entier np+ 1 est un nombre premier, congru a` ±1 modulo 5, ne divisant pas Wn.
Alors, le the´ore`me de Fermat est vrai sur K pour l’exposant p.
Des expe´rimentations nume´riques effectue´es a` l’aide du logiciel de calculs Pari [1],
rendent plausible le fait qu’il existe toujours un tel entier n si p n’est pas dans l’ensemble
{
7, 11, 23, 53, 59, 67, 79, 83, 127
}
.
Pour autant, Dickson a de´montre´ en 1909 que tout nombre premier de la forme np + 1
assez grand, par exemple plus grand que p4, divise Wn ([14], p. 137). La question de savoir
s’il existe un entier n tel que np+1 soit un nombre premier ne divisant pasWn est ouverte.
Corollaire 1. Si p est plus petit que 107, le the´ore`me de Fermat est vrai sur K pour
l’exposant p.
A` titre indicatif, la liste des couples (p, n) pour p < 50, avec les plus petits entiers n
pour lesquels le crite`re fonctionne est la suivante :
(5, 2), (13, 10), (17, 14), (19, 10), (29, 2), (31, 10), (37, 34), (41, 38), (43, 10), (47, 14).
Ce crite`re permet aussi d’e´tablir le the´ore`me de Fermat surK pour des 〈〈grands 〉〉 exposants.
Par exemple, pour p = 10100 + 267, qui est le plus petit nombre premier plus grand que
10100, on peut conclure avec n = 754.
Corollaire 2. Supposons que l’une des conditions suivantes soit satisfaite :
1) on a p ≡ 4 mod. 5 et 2p+ 1 est premier.
2) L’entier 10p+ 1 est premier.
Alors, le the´ore`me de Fermat est vrai sur K pour l’exposant p.
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2. Principe de de´monstration
Il repose sur la me´thode modulaire, qui est expose´e en de´tail dans [3] lorsque le corps
de base est totalement re´el. Supposons dans toute la suite p ≥ 11, cela n’est pas restrictif.
On proce`de par l’absurde en supposant qu’il existe un triplet (a, b, c) d’e´le´ments de
K tel que ap + bp + cp = 0 et abc 6= 0. On peut supposer que a, b, c sont dans l’anneau
d’entiers OK de K. Parce que OK est principal, on peut de plus supposer a, b, c premiers
entre eux. Soit E0 la courbe elliptique de´finie sur K d’e´quation
y2 = x(x− ap)(x+ bp).
Elle est semi-stable en dehors de l’ide´al premier P2 de OK au-dessus de 2. De plus, pour
tout ide´al premier q de OK , distinct de P2, l’exposant en q de l’ide´al discriminant minimal
de E0 est divisible par p. En normalisant (a, b, c) convenablement, on de´montre que le
conducteur local de E0 en P2 est
Pr
2
avec r ∈
{
1, 2, 3
}
.
Par ailleurs, E0 est modulaire ([5]). Soit Q la fermeture alge´brique de Q dans C. Notons
ρE0,p : Gal
(
Q/K
)→ GL2(Fp)
la repre´sentation donnant, moyennant le choix d’une base, l’action du groupe de Galois
Gal
(
Q/K
)
sur le groupe des points de p-torsion de E0. En utilisant la the´orie du corps de
classes, on ve´rifie qu’elle est irre´ductible.
Il re´sulte alors du the´ore`me d’abaissement du niveau ([3], th. 7), que ρE0,p 〈〈provient 〉〉,
en un sens a` pre´ciser, d’une newform modulaire parabolique de Hilbert de poids (2, 2) et
de niveau Pr
2
. Or il n’existe pas de telles formes si r = 1 et r = 2 (cf. [12]). Il en existe
une seule si r = 3 (loc. cit.), qui correspond a` une courbe elliptique E de´finie sur K, de
conducteur P3
2
, unique a` K-isoge´nie pre`s ([17]). On en de´duit que les modules galoisiens
des points de p-torsion de E0 et E sont isomorphes. Sous les hypothe`ses du the´ore`me, cela
permet d’en de´duire une contradiction a` l’existence de (a, b, c).
3. L’anneau OK/P
2
2
Posons
u =
1 +
√
5
2
.
On a u2 = 1 + u. L’ensemble {
0, 1, u, u2
}
3
est un syste`me de repre´sentants du corps re´siduel OK/P2. L’anneau OK/P
2
2 est local de
cardinal 16 et on a
OK/P
2
2 =
{
x+ 2y +P22
∣∣ x, y = 0, 1, u, u2}.
Le groupe de ses e´le´ments inversibles est
{
x+ 2y +P2
2
∣∣ x = 1, u, u2, y = 0, 1, u, u2}.
4. Normalisation des solutions
Soit (a, b, c) un triplet d’e´le´ments de OK , tous non nuls et premiers entre eux, tel que
ap + bp + cp = 0.
Lemme 1. Quitte a` permuter a, b, c entre eux et a` multiplier (a, b, c) par une unite´ con-
venable de OK , l’une des deux conditions suivantes est satisfaite :
1) 2 divise a, sans diviser bc, et b est un carre´ modulo 4.
2) 2 ne divise pas abc et (ap, bp) est congru modulo 4 a` l’un des couples
(u, 1 + 2u), (3, u2), (1, u), (1, u2 + 2u).
De´monstration : 1) Supposons que 2 divise abc. Parce que a, b, c sont premiers entre
eux, on peut supposer que 2 divise a sans diviser bc. Il s’agit alors de ve´rifier qu’il existe
une unite´ ξ de OK telle que ξb soit un carre´ modulo 4. On a b ≡ 1, u, u2 mod. 2. Quitte a`
multiplier (a, b, c) par −1, on peut supposer que l’on a
b ≡ 1, u+ 2u2, u2 mod. 4 ou bien b ≡ 1 + 2u, u, u2 + 2 mod. 4.
On a 1 + 2u = u3 et u(u2 + 2) = 1 + 4u. On en de´duit respectivement que ξ = 1 ou bien
que ξ = u convient, d’ou` la condition 1.
2) Supposons que 2 ne divise pas abc. On commence par normaliser (a, b, c) de sorte
que l’on ait
(1) a ≡ 1 mod. 4 et bp ≡ u2 mod. 2.
Pour cela, on remarque que l’un des entiers a, b, c est congru a` 1 modulo 2. Supposons que
ce soit a. Quitte a` multiplier (a, b, c) par −1, on peut alors supposer (cf. l’aline´a 1)
a ≡ 1 mod. 4 ou a ≡ 1 + 2u mod. 4.
Si on a a ≡ 1 + 2u mod. 4, en multipliant (a, b, c) par 1 + 2u, on se rame`ne au cas ou`
a ≡ 1 mod. 4. Quitte a` e´changer b et c, la condition (1) est alors satisfaite.
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On peut donc supposer au de´part que l’on a
(2) ap ≡ 1 mod. 4 et bp ≡ u2, 3u2, u2 + 2, u2 + 2u mod. 4.
Par ailleurs, u est d’ordre 6 modulo 4, d’ou`
(3) up ≡ u mod. 4 si p ≡ 1 mod. 6 et up ≡ u−1 ≡ u2 + 2 mod. 4 si p ≡ −1 mod. 6.
2.1) Si on a bp ≡ u2 mod. 4, d’apre`s (2) et (3), le couple ((ua)p, (ub)p) est donc congru
modulo 4 a`
(u, 1 + 2u) ou (u2 + 2, u).
Par ailleurs, on a u2(u2 + 2, u) ≡ (u, 1 + 2u) mod. 4. Vu que u2 est congru a` u2p ou a` u4p
modulo 4, on peut ainsi supposer (ap, bp) ≡ (u, 1 + 2u) mod. 4.
2.2) Si on a bp ≡ 3u2 mod. 4, en multipliant (a, b, c) par −1, on se rame`ne au cas ou`
(ap, bp) ≡ (3, u2) mod. 4.
2.3) Si on a bp ≡ u2 + 2 mod. 4, alors ((ub)p, (ua)p) est congru modulo 4 a`
(1, u) ou (u+ 2u2, u2 + 2).
On a u2(u+ 2u2, u2 + 2) ≡ (1, u) mod. 4, et dans ce cas on peut supposer (ap, bp) congru
a` (1, u) modulo 4.
2.4) Si on a bp ≡ u2 + 2u mod. 4, on obtient le dernier couple de la liste annonce´e,
d’ou` le re´sultat.
5. La courbe elliptique E0
Soit (a, b, c) un triplet d’e´le´ments de OK , tous non nuls et premiers entre eux, tel que
ap+bp+cp = 0, normalise´ de sorte que l’une des deux conditions du lemme 1 soit satisfaite.
Pour toute la suite, posons
A = ap, B = bp, C = cp,
et notons E0 la cubique de Weierstrass d’e´quation
(4) y2 = x(x−A)(x+B).
Les invariants standard c4, c6 et ∆ associe´s a` cette e´quation sont
c4 = 16
(
A2 + AB +B2
)
, c6 = −32
(
A−B)(B − C)(C − A), ∆ = 16(ABC)2.
En particulier, E0 est une courbe elliptique de´finie sur K. Pour tout ide´al premier non nul
de OK , notons vq la valuation sur K qui lui est associe´e.
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Lemme 2. Soit q un ide´al premier de OK distinct de P2.
1) L’e´quation (4) est minimale en q.
2) Si vq(abc) = 0, E0 a bonne re´duction en q.
3) Si vq(abc) ≥ 1, E0 a re´duction de type multiplicatif en q et p divise vq(∆).
De´monstration : Si vq(abc) = 0, alors par de´finition E0 a bonne re´duction en q. Si
vq(abc) ≥ 1, a, b, c e´tant premiers entre eux, on a vq(c4) = 0, d’ou` le lemme.
Notons N0 le conducteur de E0.
Lemme 3. 1) Si 2 divise abc, E0 a re´duction de type multiplicatif en P2.
2) Supposons que 2 ne divise pas abc. Alors E0 a re´duction de type additif en P2. On a
vP2(N0) ∈
{
2, 3
}
et E0 a potentiellement bonne re´duction en P2.
De´monstration : 1) Supposons que 2 divise abc. On a vP2(a) ≥ 1 et vP2(bc) = 0.
D’apre`s l’e´galite´ c3
4
− c2
6
= 1728∆, on a donc
(5) vP2(c4) = 4, vP2(c6) = 6, vP2(∆) ≥ 26.
Ve´rifions alors que l’e´quation (4) n’est pas minimale en P2, ce qui d’apre`s (5) e´tablira
la premie`re assertion. Suivant la terminologie utilise´e dans [13], le type de re´duction de
E0 en P2 correspond au cas 7 de Tate ou bien l’e´quation (4) n’est pas minimale en P2
(tableau IV, p. 129 ; dans la colonne 〈〈Equation non minimale 〉〉, le triplet de valuations
(4, 6, 12) doit eˆtre remplace´ par (4, 6 ≥ 12)). Les invariants standard b2, b4, b6, b8 associe´s
a` l’e´quation (4) sont
b2 = 4
(
B − A), b4 = −2AB, b6 = 0, b8 = −(AB)2.
Avec les notations de la proposition 4 de [13], l’entier r = 0 satisfait la condition (a). Par
ailleurs, b est un carre´ modulo 4 (lemme 1), donc B aussi. On en de´duit que l’on est dans
un cas de Tate ≥ 8, ce qui implique l’assertion.
2) Supposons que 2 ne divise pas abc.
2.1) Si (A,B) est congru a` (u, 1 + 2u) modulo 4, on ve´rifie que l’on a
vP2(c4) = 6, vP2(c6) = 5, vP2(∆) = 4.
Avec les notations de la proposition 1 de [13], en choisissant (r, t) = (u2, 1), on constate
que le type de re´duction de E0 en P2 correspond au cas 5 de Tate, d’ou` vP2(N0) = 2.
2.2) Pour les autres congruences de (A,B) modulo 4 figurant dans l’e´nonce´ du lemme
1, on ve´rifie que l’on a
vP2(c4) = 5, vP2(c6) = 5, vP2(∆) = 4.
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Si (A,B) est congru a` (3, u2) ou (1, u2+2u) modulo 4, on constate que le type de re´duction
de E0 en P2 correspond au cas 4 de Tate ([13], prop. 1, avec r = u et t = 1), d’ou`
vP2(N0) = 3.
Si on a (A,B) ≡ (1, u) mod. 4, on aboutit a` la meˆme conclusion avec (r, t) = (u2, 1).
Dans chacun des cas envisage´s, E0 a un invariant modulaire entier en P2, donc E0 a
potentiellement bonne re´duction en P2, d’ou` le re´sultat.
Remarque. Si 2 ne divise pas abc, on ne peut pas toujours, a priori, normaliser (a, b, c)
de sorte que l’on ait vP2(N0) = 2. En effet, supposons par exemple
A ≡ 1 mod. 4 et B ≡ u2 + 2u mod. 4.
On a alors C ≡ u+ 2 mod. 4 et les e´galite´s
vP2
(
A2 +AB +B2
)
= vP2
(
A2 + AC + C2
)
= vP2
(
B2 +BC + C2
)
= 1.
Par suite, la valuation en P2 de l’invariant c4 d’un mode`le minimal de toute courbe el-
liptique de´duite de E0 apre`s normalisation de (a, b, c), vaut 5. L’exposant en P2 de son
conducteur est donc distinct de 2.
6. La repre´sentation ρE0,p
L’e´nonce´ qui suit est en particulier de´montre´ dans [4], tout au moins si p ≥ 17 et
avec la normalisation adopte´e dans loc. cit. pour (a, b, c). On se limitera ici a` en rappeler
brie`vement les arguments et a` en donner une de´monstration plus simple dans notre situa-
tion. Notons de´sormais Sp l’ensemble des ide´aux premiers de OK au-dessus de p. Rappelons
que l’on a suppose´ p ≥ 11.
Proposition. La repre´sentation ρE0,p est irre´ductible.
De´monstration : Supposons que ρE0,p soit re´ductible. Il existe deux caracte`res ϕ, ϕ
′
de Gal
(
Q/K
)
a` valeurs dans F∗p tels que ρE0,p soit repre´sentable sous la forme
(
ϕ ∗
0 ϕ′
)
.
Les caracte`res ϕ et ϕ′ sont non ramifie´s en dehors de Sp∪
{
P2
}
; de plus, pour tout p ∈ Sp,
la courbe elliptique E0 est semi-stable en p, donc ϕ ou ϕ
′ est non ramifie´ en p (cf. [15], p.
274-277]).
1) Supposons que 2 divise abc. Dans ce cas, E0 est semi-stable et ϕ, ϕ
′ sont donc
non ramifie´s en dehors de Sp ([11], prop. 3). Si p est inerte dans K, ϕ ou ϕ
′ est ainsi
partout non ramifie´ aux places finies de K. Le nombre de classes restreint de K vaut 1.
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Par suite, ϕ ou ϕ′ est trivial. On peut supposer que c’est ϕ, auquel cas E0 posse`de un
point d’ordre p rationnel sur K. Tous ses points d’ordre 2 sont dans K, en particulier,
E0 a donc un point d’ordre 2p rationnel sur K. On obtient une contradiction car p ≥ 11
([9], th. 1). Supposons p de´compose´ dans K. Posons pOK = pp
′. D’apre`s ce qui pre´ce`de,
on peut supposer ϕ ramifie´ en p et non ramifie´ en p′, auquel cas la restriction de ϕ a` un
sous-groupe d’inertie en p est le caracte`re cyclotomique. Cela implique u2 ≡ 1 mod. p et
de nouveau une contradiction ([11], th. Appendice A), d’ou` l’assertion dans ce cas.
2) Supposons que 2 ne divise pas abc. Compte tenu du lemme 3, les images de ϕ et ϕ′
restreintes a` un sous-groupe d’inertie en P2 sont d’ordre divisible par 3 (cf. [15], prop. 23
et [10], th. 3).
2.1) Supposons ϕ ou ϕ′ non ramifie´ en dehors de P2, par exemple ϕ, ce n’est pas
restrictif. Soit L le corps laisse´ fixe par ϕ. C’est une extension cyclique de K. Son conduc-
teur est une puissance de P2. Il existe donc r ≥ 1 tel que L soit contenu dans le corps de
rayon Km avec m =∞1∞2Pr2, ou`∞1 et∞2 sont les deux places a` l’infini de K. Par suite,
3 divise le degre´ de Km sur K. Ve´rifions en fait que ce degre´ est une puissance de 2, ce
qui entraˆınera la contradiction cherche´e. Notons UK le groupe des unite´s de OK et Um,1
le sous-groupe de UK forme´ des unite´s congrues a` 1 modulo m. Le degre´ de K
m sur K est
(cf. [2], cor. 3.2.4)
4r × 3
(UK : Um,1)
.
Il s’agit donc de montrer que 3 divise l’indice (UK : Um,1). On ve´rifie pour cela que u
2 est
d’ordre 3 modulo P2, d’ou` l’on de´duit que 3 divise l’ordre de u
2 modulo Pr
2
. Parce que u2
est totalement positive, cela entraˆıne notre assertion.
2.2) Supposons ϕ et ϕ′ ramifie´s en dehors de P2. Dans ce cas, p est ne´cessairement
de´compose´ dans K. Posons pOK = pp
′. On peut supposer ϕ ramifie´ en p et non ramifie´ en
p′. Il en re´sulte que ϕ6 est non ramifie´ en dehors de p et que sa restriction a` un sous-groupe
d’inertie en p est la puissance sixie`me du caracte`re cyclotomique ([4], p. 11). On en de´duit
que l’on a u12 ≡ 1 mod. p (loc. cit.), ce qui conduit a` une contradiction, d’ou` le re´sultat.
7. De´monstrations des re´sultats annonce´s
Pour tout ide´al non nul N de OK , notons N(N) le cardinal de OK/N. E´tant donne´e
une courbe elliptique E de´finie sur K, on de´signera par
L(E , s) =
∑
N
aN(E)
N(N)s
sa fonction L de Hasse-Weil. Pour tout ide´al premier q de OK en lequel E a bonne re´duction,
N(q) + 1− aq(E)
est le nombre de points rationnels sur OK/q de la courbe elliptique de´duite de E par
re´duction. Rappelons par ailleurs que E est modulaire ([5]).
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Supposons que le the´ore`me de Fermat soit faux sur K pour l’exposant p. Il existe alors
a, b, c dans OK , tous non nuls et premiers entre eux, satisfaisant l’une des conditions du
lemme 1, tels que ap + bp + cp = 0. Soit E0 la courbe elliptique associe´e a` (a, b, c) comme
dans le paragraphe 5.
Pour r ∈ {1, 2, 3}, notons S2(Pr2) l’ensemble des newforms modulaires paraboliques
de Hilbert de poids paralle`le (2, 2) et de niveau Pr
2
. C’est un C-espace vectoriel de dimen-
sion finie. Compte tenu des lemmes 2 et 3, et de la proposition, on de´duit du the´ore`me
d’abaissement du niveau ([3], th. 7) l’existence d’une newform f ∈ S2(Pr2) et d’une place
P de Q de caracte´ristique re´siduelle p telles que, pour tout ide´al premier q de OK qui
n’est pas dans Sp ∪
{
P2
}
, en notant aq(f) le coefficient de Fourier de f en q, les conditions
suivantes soient satisfaites :
aq(f) ≡ aq(E0) mod. P si E0 a bonne re´duction en q,
aq(f) ≡ ±
(
N(q) + 1
)
mod. P si E0 a re´duction de type multiplicatif en q.
7.1. Le the´ore`me
Les C-espaces vectoriels S2(P2) et S2(P22) sont nuls (cf. [12]). On a donc r = 3. Le
C-espace vectoriel S2(P32) est de dimension 1 (loc. cit.). D’apre`s les tables de [17], il existe
une courbe elliptique E de´finie sur K, unique a` K-isoge´nie pre`s, de conducteur P3
2
. Elle est
modulaire. Par suite, les fonctions L de E et de la forme modulaire de Hilbert normalise´e de
S2(P32) sont e´gales. Ainsi, pour tout ide´al premier q de OK , qui n’est pas dans Sp ∪
{
P2
}
,
on a
(6) aq(E) ≡ aq(E0) mod. p si E0 a bonne re´duction en q,
(7) aq(E) ≡ ±
(
N(q) + 1
)
mod. p si E0 a re´duction de type multiplicatif en q.
Conside´rons un entier n satisfaisant les deux conditions de l’e´nonce´ du the´ore`me et posons
q = np+ 1. Soit q un ide´al premier de OK au-dessus de q. Il n’est pas dans Sp ∪
{
P2
}
.
Lemme 4. La courbe elliptique E0 a re´duction de type multiplicatif en q.
De´monstration : Supposons le contraire. Dans ce cas, E0 a bonne re´duction en q et
on a vq(abc) = 0. Parce que q est de´compose´ dans K, le corps OK/q est de cardinal q. Il
en re´sulte que ap, bp et cp sont des racines n-ie`mes de l’unite´ modulo q. Posons
α =
(a
c
)p
mod. q.
On a αn ≡ 1 mod. q. D’apre`s l’e´galite´ ap + bp + cp = 0, on a α + 1 ≡ −( b
c
)p
mod. q, d’ou`
(α + 1)n ≡ 1 mod. q (n est pair). Les polynoˆmes Xn − 1 et (X + 1)n − 1 ont donc une
racine commune modulo q, ce qui contredit le fait que q ne divise pas Wn, d’ou` le lemme.
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D’apre`s la condition (7) et le lemme 4, on a donc
aq(E) ≡ ±2 mod. p.
Par ailleurs, E a bonne re´duction en q et a tous ses points d’ordre 2 rationnels sur K ([17]).
On a donc (cf. [16], p. 192, prop. 3.1)
(8) aq(E) ≡ q + 1 mod. 4.
En particulier, aq(E) est pair et on a ainsi
aq(E) ≡ ±2 mod. 2p.
Puisque q est de´compose´ dans K, on a d’apre`s les bornes de Weil
|aq(E)| ≤ 2√q.
Supposons aq(E) 6= ±2. L’entier 2p divise aq(E)± 2, d’ou` alors l’ine´galite´
2p ≤ 2√q + 2 i.e. p ≤ √q + 1.
Cela implique
p ≤ n+ 2,
ce qui conduit a` une contradiction. On a donc
aq(E) = ±2,
et q + 1− aq(E) vaut q + 3 ou q − 1. D’apre`s la condition (8), on en de´duit que l’on a
q ≡ 1 mod. 4.
Or par hypothe`se, on a n ≡ 2 mod. 4, d’ou` q ≡ 2p + 1 ≡ 3 mod. 4. On obtient ainsi une
contradiction a` l’existence de (a, b, c). Cela termine la de´monstration du the´ore`me.
7.2. Les corollaires 1 et 2
1) On ve´rifie a` l’aide du logiciel de calculs Pari ([1]), que si p est plus petit que 107 et
est distinct de
11, 23, 53, 59, 67, 79, 83, 127,
alors p satisfait les deux conditions de l’e´nonce´ du the´ore`me, d’ou` le re´sultat dans ce cas
(le temps d’exe´cution qui m’a e´te´ ne´cessaire sur un MacBook Pro est de 4h30mn).
En ce qui concerne ces huit nombres premiers, on proce`de pour conclure de fac¸on
analogue. On de´termine un entier n convenable de sorte que q = np + 1 soit un nombre
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premier de´compose´ dans K ne divisant pas Wn, a` ceci pre`s que la condition 1 n’est pas
satisfaite.
Plus pre´cise´ment, supposons p = 11. On choisit n = 8. L’entier q = 89 est un nombre
premier de´compose´ dans K. Si q est un ide´al premier de OK au-dessus de 89, on constate
que l’on a aq(E) = −6. D’apre`s les conditions (6) et (7), E0 a donc bonne re´duction en
q, d’ou` vq(abc) = 0. On en de´duit que 89 divise W8 (cf. de´m. du lemme 4). Or on a
W8 = −37×53×173, d’ou` la contradiction cherche´e. On conclut de meˆme avec les couples
(p, n) suivants :
(23, 20), (53, 20), (59, 20), (67, 4), (79, 100), (83, 56), (127, 4).
2) Compte tenu des e´galite´s W2 = −3 et W10 = −3× 119× 313, le corollaire 2 est une
conse´quence directe du the´ore`me.
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